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Упражнение №4.  Расчёт балки-стенки.
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1. Бигармоническое уравнение 

∇ଶ∇ଶ𝜑 =
𝜕ସ𝜑

𝜕𝑥ସ
+ 2 ∙

𝜕ସ𝜑

𝜕𝑥ଶ𝜕𝑦ଶ
+

𝜕ସ𝜑

𝜕𝑦ସ
= 0 

                20 ∙ 𝜑௜௝ − 8 ∙ ൫𝜑௜ିଵ ௝ + 𝜑௜ାଵ ௝ + 𝜑௜ ௝ିଵ + 𝜑௜ ௝ାଵ൯ + 2 ∙ ൫𝜑௜ିଵ ௝ିଵ + 𝜑௜ାଵ ௝ିଵ +

                  𝜑௜ିଵ ௝ାଵ + 𝜑௜ାଵ ௝ାଵ൯ + 𝜑௜ିଶ ௝ + 𝜑௜ାଶ ௝ + 𝜑௜ ௝ିଶ + 𝜑௜ ௝ାଶ = 0 
 
                 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Александр

Александр

Александр

Александр

Александр



     
ВГТУ. 21-СУЗ-121. СУЗ-211 

Лист 
     

3 
Изм. Лист № док. Подп. Дата 

 

 

 (1)  

⎩
⎨

⎧
20𝜑ଵ − 8 ∙ (𝜑ଶ଴ + 𝜑ଶ + 𝜑ହ + 𝜑ଷ) + 2 ∙ (𝜑ଶଷ + 𝜑଺ + 𝜑ସ + 𝜑ଵଽ) + 𝜑ଵଶ + 𝜑ଵଷ + 𝜑ଶଵ + 𝜑଼ = 0;

20𝜑ଶ − 8 ∙ (𝜑଺ + 𝜑଼ + 𝜑ସ + 𝜑ଵ) + 2 ∙ (𝜑ହ + 𝜑଻ + 𝜑ଽ + 𝜑ଷ) + 𝜑ଵଵ + 𝜑ଵସ + 𝜑ଶ଴ + 𝜑ଵହ = 0;

20𝜑ଷ − 8 ∙ (𝜑ଵ + 𝜑ସ + 𝜑ଵଶ + 𝜑ଵଽ) + 2 ∙ (𝜑ଶ + 𝜑ଵଵ + 𝜑ଶସ + 𝜑ଶ଴) + 𝜑ହ + 𝜑ଽ + 𝜑ଵ଼ + 𝜑ଶଶ = 0;

20𝜑ସ − 8 ∙ (𝜑ଶ + 𝜑ଽ + 𝜑ଵଵ + 𝜑ଷ) + 2 ∙ (𝜑ଵ + 𝜑଼ + 𝜑ଵ଴ + 𝜑ଵଶ) + 𝜑଺ + 𝜑ଵ଺ + 𝜑ଵ଻ + 𝜑ଵଽ = 0.

 

 
Исключим узлы на контуре и законтурные узлы. 
2. Постоим эпюры M и N в стержнях соответствующей рамы. 
Стержень AB 

෍ 𝑦 = 0;  2𝑅 − (2 + 1) ∙
1

2
∙ 2 ∙ ∆= 0 

𝑅 =
3

2
∙ ∆=

3

2
∙ 1.6 = 2.4 МН 

 ∑ 𝑚௞=0;   
 𝑀 − 2.4 ∙ 1.6 = 0 
 𝑀଺ = 3.84 МН ∙ м 
∑ 𝑚С=0;  𝑀 − 2.4 ∙ 3.2 + 1 ∙ 1.6 ∙

ଵ.଺

ଶ
+

+
ଵ

ଶ
∙ 1 ∙ 1.6 ∙

ଵ

ଷ
∙ 1.6 = 0 

 𝑀ହ = 5.973 МН ∙ м 
 𝑀଻ = 0; 𝑁ହ = 𝑁଺ = 𝑁଻ = 0 

  На контуре 𝜑 = 𝑀; 
డఝ

డ௡
= 𝑁 

       𝜑ହ = 𝑀5 = 5.973  МН ∙ м;  
𝜑଺ = 𝑀6 = 3.84 МН ∙ м; 

                       𝜑
7

= 𝑀଻ = 0 МН ∙ м                                           
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డఝ

డ௡
=

ఝ್ିఝೌ

ଶ∆
= 𝑁;    𝜑௕ = 𝜑௔ + 2 ∙ ∆ ∙ 𝑁 

           т. 5:  𝜑ଵଷ = 𝜑ଵ + 2 ∙ ∆ ∙ 0;     𝜑ଵଷ = 𝜑ଵ; 
           т. 6:  𝜑ଵସ = 𝜑ଶ + 2 ∙ ∆ ∙ 0;     𝜑ଵସ = 𝜑ଶ. 
 

 
 
 
 
 
 
 

Стержень BC 
 ∑ 𝑦 = 0;   −𝑅 − 𝑁 = 0;   𝑁 = −𝑅 = −2.4 МН 
 𝑁଼ = 𝑁ଽ = −2.4 МН 

          𝜑ଵହ = 𝜑ଶ + 2 ∙ ∆ ∙ 𝑁଼ = 𝜑ଶ − 2 ∙ 1.6 ∙ 2.4 = 𝜑ଶ − 7.68 
          𝜑ଵ଺ = 𝜑ସ − 7.68 
          𝑀଼ = 𝑀ଽ = 0;  𝜑଼ = 𝜑ଽ = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           Стержень CD 
        
           Найдём 𝑞ଵ из уравнения равновесия балки стенки: 

           ∑ 𝑦 = 0;  2 ∙ 𝑞ଵ ∙ 𝑏 − (2 + 1) ∙
1

2
∙ 2 ∙ ∆= 0  

           𝑞ଵ ∙ 𝑏 = 𝑞ଵ ∙
∆

2
= (2 + 1) ∙

1

2
∙ ∆ 

           𝑞ଵ = 3
МН

м
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෍ 𝑦 = 0;  2𝑅 + 2 ∙ 3 ∙ 𝑏 = 0 

𝑅஼ = 𝑅஽ = −3 ∙ 0.8 = −2.4 МН 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 0 ≤ 𝑥 ≤ 3.2 − 1.6 = 1.6 м 
 ∑ 𝑚௞ = 0;    
 𝑀 + 2.4 ∙ (1.6 + 𝑥) − 3 ∙ 0.8 ∙ (1.2 + 𝑥) =

= 0 
 𝑀 = −2.4 ∙ (1.6 + 𝑥) + 3 ∙ 0.8 ∙ (1.2 + 𝑥) 
 𝑀ଵଵ = −0.96 МН ∙ м; 
 𝑀ଵଶ = −0.96 МН ∙ м; 
 𝑀ଵ଴ = 0. 
 𝑁ଵଶ = 𝑁ଵଵ = 𝑁ଵ଴ = 0 
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На контуре: если ординаты эпюры M, отложенные со стороны растянутого 

волокна, направлены во внутрь контура, то 𝜑 = +𝑀. 
 𝑁 > 0, если соответствует растяжению. 
Имеем, таким образом: 
φ5 = 5.973; φ6 = 3.84; φ7 = 0; φ8 = 0; φ9 = 0; φ10 = 0; φ11 = 0.96; φ12 = 0.96;  
φ13 = φ1 + 2·Δ·N5 = φ1; φ14 = φ2; φ15 = φ2 + 2·Δ·N15 = φ2 – 7.68; φ16 = φ4 – 7.68;  
φ17 = φ4 +2·Δ·N11 = φ4; φ18 = φ3. 
По симметрии: 
φ19 = φ4; φ20 = φ2; φ21 = φ8 = 0; φ22 = φ9 = 0; φ23 = φ6 = 3.84; φ24 = φ11 = 0.96. 

3. Подставим значения φ в систему (1): 

20·φ1 - 8·(φ2 + φ2 + 5.973 + φ3) + 2·(3.84 + 3.84 + φ4 + φ4) + 0.96 + φ1 + 0 + 0 = 0, 

20·φ2 - 8·(3.84+ 0 + φ4 + φ1) + 2·(5.973 + 0 + 0 + φ3) + 0.96 + φ2 + φ2 + φ2 – 7.68 = 0, 

20·φ3 - 8·(φ1 + φ4 + 0.96 + φ4) + 2·(φ2 + 0.96 + 0.96 + φ2) + 5.973 + 0 + φ3 + 0 = 0, 

20·φ4 - 8·(φ2 + 0 + 0.96 + φ3) + 2·(φ1 + 0 + 0 + 0.96) + 3.84 + φ4 – 7.68 + φ4 + φ4 = 0, 

Окончательно в матричной форме: 

൮

21 − 16 − 8       4
−8     23     2    − 8
−8     4     21 − 16
2 − 8 − 8      23

൲·൮

φଵ

φଶ

φଷ

φସ

൲ = ൮

31.464
25.494
−2.133

9.6

൲;   (2) 

 
Решение системы (2):  
φ1=4.473 МН; φ2=3.140 МН; φ3=2.528 МН; φ4=2 МН. 

4. Рассмотрим равновесие балки-стенки: 

Касательные напряжения на оси симметрии равны нулю. 
Найдём напряжения σх в т. 5, 1, 3, 12:  

 

σх(௜) =
𝑑ଶ𝜑௜௝

𝑑𝑦ଶ
≈

𝜑௜௝ିଵ − 2 · 𝜑௜௝ + 𝜑௜௝ାଵ

∆ଶ
; 

 

Александр

Александр

Александр



     
ВГТУ. 21-СУЗ-121. СУЗ-211 

Лист 
     

7 
Изм. Лист № док. Подп. Дата 

 

𝜎х
(ହ)

=
𝜑ଵଷ − 2 · 𝜑ହ + 𝜑ଵ

𝛥ଶ
=

2 · 4.473 − 2 · 5.973

2.56
= −1.172 МПа; 

𝜎х
(ଵ)

=
𝜑ହ − 2 · 𝜑ଵ + 𝜑ଷ

𝛥ଶ
=

5.973 − 2 · 4.473 + 2.528

2.56
= −0.174 МПа; 

𝜎х
(ଷ)

=
𝜑ଵ − 2 · 𝜑ଷ + 𝜑ଵଶ

𝛥ଶ
=

4.473 − 2 · 2.528 + 0.96

2.56
= 0.147 МПа; 

𝜎х
(ଵଶ)

=
𝜑ଷ − 2 · 𝜑ଵଶ + 𝜑ଵ଼

𝛥ଶ
=

2.528 − 2 · 0.96 + 2.528

2.56
= 1.225 МПа. 

 

∑у=0 – верно; −(2 + 1) ∙ 1.6 ∙
ଵ

ଶ
+ 3 ∙ 0.8 = 0 

∑х=0;  
ଵ.ଵ଻ଶା଴.ଵ଻ସ

ଶ
∙ 1.6 +

଴.ଵ଻ସି଴.ଵସ଻

ଶ
∙ 1.6 −

−
଴.ଵସ଻ାଵ.ଶଶହ

ଶ
∙ 1.6 = 1.077 + 0.022 − 1.098; 

0.001 ≡ 0 – верно. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
5. Рассмотрим равновесие следующей части балки-стенки: 
Касательные напряжения должны равняться нулю: 
AD – ось симметрии; BC – свободная сторона 
Найдём напряжения σy в т. 1, 2, 8: 
 

 𝜎௬ =
డమఝ

డ௫మ
≈ 

 

 𝜎у
(ଵ)

= (𝜑ଶ଴ − 2 ∙ 𝜑ଵ + 𝜑ଶ) ∙
ଵ

∆మ
=

ଷ.ଵସ଴ିଶ∙ସ.ସ଻ଷାଷ.ଵସ଴

ଶ.ହ଺
= −1.041 МПа; 

 𝜎у
(ଶ)

= (𝜑ଵ − 2 ∙ 𝜑ଶ + 𝜑଼) ∙
ଵ

∆మ
=

ସ.ସ଻ଷିଶ∙ଷ.ଵସ଴ା଴

ଶ.ହ଺
= −0.706 МПа; 

 𝜎у
(଼)

= (𝜑ଶ − 2 ∙ 𝜑଼ + 𝜑ଵହ) ∙
ଵ

∆మ
=

ଷ.ଵସ଴ିଶ∙଴ାଷ.ଵସ଴ି଻.଺଼

ଶ.ହ଺
= −0.547 МПа; 

 ∑ у = 0; 

−(2 + 1) ∙ 1.6 ∙
1

2
+

1.041 + 0.706

2
∙ 1.6 +

0.706 + 0.547

2
∙ 1.6 = −2.4 + 1.398 + 1.002 = 0; 

0 ≡ 0 – верно. 
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6. Рассмотрим часть 6-7-10-11: 
Правило знаков: 

 
В узлах 6 и 11 𝜏௫௬ должно равняться нулю. 

Найдём напряжения 𝜏௫௬ в т. 2, 4: 

 𝜏௫௬ =
డమఝ

డ௫డ௬
≈ 

 
 
 
 
 

𝜏ху
(ଶ)

= (𝜑ହ − 𝜑଻ + 𝜑ଽ − 𝜑ଷ) ∙
1

4 ∙ ∆ଶ
=

5.973 − 0 + 0 − 2.528

10.24
= 0.336 МПа; 

𝜏ху
(ସ)

= (𝜑ଵ − 𝜑଼ + 𝜑ଵ଴ − 𝜑ଵଶ) ∙
1

4 ∙ ∆ଶ
=

4.473 − 0 + 0 − 0.96

10.24
= 0.343 МПа; 

෍ у = 0; 
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3 ∙ 0.8 − 0.336 ∙
1

2
∙ 1.6 −

0.336 + 0.343

2
∙ 1.6 − 0.343 ∙

1

2
∙ 1.6 =

= 2.4 − 0.269 − 0.543 − 0.274 = 1.314 ≠ 0. 
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